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Tematy I SGH

1. Regresja liniowa. Estymator metody najmniejszych kwadratéow.
Wtlasciwosci asymptotyczne. Twierdzenie Gaussa-Markowa

2. Testowanie hipotez ekonomicznych. Testowanie wielu hipotez. Hipotezy
liniowe i nieliniowe. Przedzialy ufnosci. Metoda delta.

3. Weryfikacja kluczowych zalozen: normalno$é, wspotliniowosé i postaé
funkcyjna. Dopasowanie modelu.

4. Heteroskedastycznos¢ i autokorelacja. Estymator uogdlnionej metody
najmniejszych kwadratéw. Wazona metoda najmniejsze kwadratow.
Bledy standardowe odporne i klastrowe.

5. Endogenicznosé. Estymacja metoda zmiennych instrumentalnych.
Wtasciwosci zmiennych instrumentalnych.

6. Modele réwnan jednoczesnych (Simultaneous equations model).
Problem identyfikacji parametréw. Metody estymacji SEM.

7. Szeregi czasowe. Stacjonarnosé, regresja pozorna i kointegracja.

8. Modele autoregresyjne z rozlozonymi opéznieniami (autoregressive
distributed lags). Modele wektorowej autoregresji (VAR). Strukturalne
modele VAR (SVAR).
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Tematy II

SGH

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dane panelowe. Zmienno$¢ miedzy-grupowa i wewnatrz-grupowa.
Modele z efektami losowymi i statymi. Regresja miedzygrupowa
(estymator between). Estymator Hausmana-Taylora.

Ograniczona zmienna zalezna (limited dependent variable). Modele dla
binarnej i wielomianowej zmiennej objasnianej. Estymator najwiekszej
wiarygodnosci. Dane panelowe i ograniczona zmienna zalezna.

Modele danych zliczeniowych. Regresja tobitowa.
Uogdlniona metoda momentéw (UMM/GMM). Wybrane zastosowania

Dynamiczne modele panelowe. Obciazenie Nickella. Estymator
Andersona-Hsiao. Estymator Arellano-Bonda. Systemowy estymator
GMM.

Estymacja efektu traktowania (treatment effect).
Difference-in-difference.

Metoda regresji nieciagglej (Regression discontinuity design)
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Literatura SGH

Podreczniki ekonometrii:
. Wooldridge J. M., Econometric Analysis of Cross Section and Panel Data.
. Pesaran M. H., Time Series and Panel Data Econometrics.
. Greene W. H., Econometric Analysts.
. Hall R. C., Griffiths W. E., Lim G. C., Principles of Econometrics.
. Wooldridge J. M., Introductory Econometrics: A Modern Approach.

U i W NN =

Oprogramowanie:
m Stata.
= R.
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Ocena SGH

m Egzamin

m Prace domowe (x 2) i aktywnos$é na zajeciach.

O KURSIE
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SGH

Wprowadzenie do ekonometrii

EKONOMETRIA STOSOWANA LINIOWA WPROWADZENIE DO EKONOMETRII



Na czym polega ekonometria SGH

Ekonometria

to zastosowanie technik statystycznych w ekonomii w badaniu problemow,
analizie danych oraz opracowywaniu i testowaniu teorii i modeli.
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Na czym polega ekonometria SGH

Ekonometria

to zastosowanie technik statystycznych w ekonomii w badaniu problemow,
analizie danych oraz opracowywaniu i testowaniu teorii i modeli.

Uzywamy ekonometrii
m do szacowania parametréw ekonomicznych (np. elastycznosci),
m do prognozowania zmiennych/proceséw ekonomicznych,

m do weryfikacji hipotez ekonomicznych.
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Model ekonometryczny SGH

m Model ekonomiczny reprezentuje ilosciowe relacje miedzy zbiorem zmien-
nych ekonomicznych. Na przyktad, krancowa sktonno$é¢ do konsumpcji:

C = po+pY (1)

gdzie C' to wydatki konsumpcyjne a Y to dochdéd do dyspozycji.
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Model ekonometryczny SGH

m Model ekonomiczny reprezentuje ilosciowe relacje miedzy zbiorem zmien-
nych ekonomicznych. Na przyktad, krancowa sktonno$é¢ do konsumpcji:

C=pBo+pY (1)
gdzie C' to wydatki konsumpcyjne a Y to dochdéd do dyspozycji.
m Model ekonometryczny jest dodatkowo rozszerzony o komponent stocha-

styczny:
C = fo+BY +e¢, (2)

gdzie € to (zaburzenie/szok) sktadnik losowy.
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Model ekonometryczny SGH

Ogodlny jednoréwnaniowy liniowy model ekonometryczny:
yi = Bo + w1 + Poxai + ... + Pk i i=1,2,...,N (3)

gdzie
® y; to zmienna zalezna (wynikowa),
B Z1,...,Zk t0 zbiér k zmiennych objasniajacych (niezaleznych),
m (o, 1, ..., Bk to parametry modelu,
m ¢; to sktadnik losowy,

m § to indeks obserwacji.
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Typy danych SGH

m Dane przekrojowe sa zbierane dla jednostek z préby (oséb) w danym okre-

sie czasu.
Yyi, gdzie
te{l,...,N}.
m Szeregi czasowe: sa zbierane w dyskretnych odstepach czasu:
ye, gdzie
te{l,...,T}.
m Dane panelowe lub przekrojowo-czasowe sg zbierane dla jednostek w
czasie:
Yit, gdzie
te{l,...,N}
te{l,...,T}
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Typy danych SGH

Dane eksperymentalne

Dane mikroekonomiczne

m Dane makroekonomiczne

m Dane finansowe
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Proces badawczy SGH

1. Sformutowanie hipotez badawczych. Na podstawie problemu badaw-
czego i przegladu literatury.

2. Wybér modelu ekonomicznego, ktéry prowadzi do modelu ekonome-
trycznego. Obejmuje to wybor formy funkcyjnej oraz zbioru zmiennych ob-
jaéniajacych.

3. Zbieranie danych. Uzyskanie proby i wybér metody, ktéra umozliwia za-
stosowanie wnioskowania statystycznego.

4. Szacowanie/estymacja parametrow.

5. Diagnostyka modelu. Sprawdzenie poprawnosci zalozen.
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SGH

Prosty model regresji liniowej
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Punkt

wyjscia — rozklad warunkowy Y przy danym X.

SGH

fylx)

f(ylx=a)

Hyla

EKONOMETRIA STOSOWANA

PROSTY MODEL REGRESJI LINIOWEJ
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Punkt wyjscia — rozktad warunkowy Y przy danym X.

SGH

fylx)

f(ylx=a)

yla
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SGH

Regresja prosta:

E (ylz) = b + Pz

E(y[x)

PROSTY MODEL REGRESJI LINIOWEJ

REGRESJA LINIOWA
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Prosty model regresji liniowej SGH

m Prosty model regresji liniowej :

y=po+ iz +e 4)
gdzie

> y to zmienna zalezna (wynikowa);
> x to zmienna niezalezna;
> ¢ to skladnik losowy.

® Zmienna zalezna jest wyjaéniana komponentami, ktore zmieniajg sie¢ wraz ze
zmianami zmiennej zaleznej i skladnikiem losowym.

m (3o to wyraz wolny (stala).

m 31 to wspélczynnik (nachylenie) przy x.

EKONOMETRIA STOSOWANA R JA LINIOWA PROSTY MODEL REGRESJI LINIOWEJ




Prosty model regresji liniowej SGH

m Prosty model regresji liniowej :

y=po+ iz +e 4)
gdzie

> y to zmienna zalezna (wynikowa);
> x to zmienna niezalezna;
> ¢ to skladnik losowy.

® Zmienna zalezna jest wyjaéniana komponentami, ktore zmieniajg sie¢ wraz ze
zmianami zmiennej zaleznej i skladnikiem losowym.

m (3o to wyraz wolny (stala).

m 31 to wspélczynnik (nachylenie) przy x.

($1 mierzy wplyw zmiany = na warto$é oczekiwana y (ceteris paribus). )
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SGH

Estymator metody najmniejszych kwadratéw (MNK)
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Jak oszacowaé nachylenie i wyraz wolny? SGH
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Jak oszacowaé nachylenie i wyraz wolny? SGH
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Zalozenia metody najmniejszych kwadratéw (I) SGH

m Zalozenie #1: prawdziwy proces generowania danych (DGP):

y=PBo+ Pz +e. (5)

m Zalozenie #2: wartos¢ oczekiwana sktadnika losowego wynosi zero:
E(e) =0, (6)
co implikuje ze E (y) = Bo + fiz.
m Zalozenie #3: stala wariancja sktadnika losowego i zerowa kowariancja

miedzy obserwacjami. W szczegdélnosci:
> wariancja sktadnika losowego réwna sig o2:

var (€) = 02 = var (y) . (7
> kowariancja miedzy dowolng para €; i £; wynosi zero:
cov (g4,e5) = 0. (8)

J. Suba EKONOMETRIA STOSOWANA REGRESJA LINIOWA EsTymATOR MNK 21 / 70



Zalozenia metody najmniejszych kwadratéw (II) SGH

m Zalozenie #4: Egzogenicznos$¢. Zmienna niezalezna jest nielosowa i dla-
tego nie jest skorelowana ze sktadnikiem losowym.

m Zalozenie #5: zmienna niezalezna przyjmuje co najmniej dwie wartosci.

m Zalozenie #6 (opcjonalne): sktadnik losowy o rozkladzie normalnym:

e~N (0, 02) . (9)
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Wartoéci dopasowane i reszty SGH

m Warto$ci dopasowane zmiennej zaleznej (9;):
9 = Bo + Prai (10)
gdzie Bg i Bl to estymatory wyrazu wolnego i nachylenia.
m Reszty (é):
€ =y — Ui =yi — Bo — Bz, (11)

to réznice miedzy obserwowanymi (empirycznymi) a dopasowanymi warto-
$ciami zmiennej zaleznej.
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Suma kwadratéw reszt SGH

m Suma kwadratéw reszt (SSE):

SSE=Y"&=> (u-u), (12)

m SSE mozna wyrazié¢ jako funkcje parametréw By i Si:

SSE /80”81 Z Z ﬂo — 11‘1)2 . (13)

B Zasada najmniejszych kwadratéw to metoda wyboru parametréw, ktora
zapewnia najnizsza SSE:

) N s N2
i ) (vi — Bo — Prai)” . (14)

Innymi slowy, metoda najmniejszych kwadratéw minimalizuje SSE.
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Estymator metody najmniejszych kwadratéw SGH
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Estymator metody najmniejszych kwadratéw SGH
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Estymatory metody najmniejszych kwadratéw

SGH

m Estymator metody najmniejszych kwadratéw dla modelu regresji prostej:

BN = g BN, (15)
JMNK Zi\r (@i — @) (yi — ﬂ)' (16)

x (- a)

gdzie ¥ i T to Srednie arytmetyczne zmiennej zaleznej i niezaleznej.
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Twierdzenie Gaussa-Markowa SGH

Twierdzenie Gaussa-Markowa

Przy zalozeniach #1-#5 modelu regresji liniowej, estymatory metody
najmniejszych kwadratéw SV E i fMNE maja najmniejsza wariancje ze

wszystkich liniowych i nieobcigzonych estymatoréw o i 51.

BYNE 3 BMNE 6 Najlepsze Liniowe Nieobcigzone Estymatory (NLNE) /
Best Linear Unbiased Estimators (BLUE) parametrow S i 3.
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Uwagi do twierdzenia Gaussa-Markowa I SGH

1. Estymatory BéwNK i B{MNK sa najlepsze gdy poréwnamy je z liniowymi
i nieobcigzonymi estymatorami.
Na podstawie twierdzenia Gaussa-Markowa nie mozemy twierdzi¢, ze esty-
matory BAéV[NK i B{V[NK to najlepsze ze wszystkich mozliwych estyma-
toréow.

2. Dlaczego estymatory Bé\/’ NK 4 Bfw NK

Poniewaz maja minimalng wariancje.

sa najlepsze?

3. Twierdzenie Gaussa-Markowa obowiazuje jesli spelnione sa zalozenia #1-

#5.
Jesli nie, to YV E i BMNVK to nie sa NLNE/BLUE.

4. Twierdzenie Gaussa-Markowa nie wymaga zalozenia normalnosci (#6)

5. Poza tym estymator metody najmniejszych kwadratow jest zgodny jesli spel-
nione sa zalozenia #1-#5.
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Liniowo$é estymatora

SGH

m Estymator metody najmniejszych kwadratéw dla S;:

mozna przepisaé jako:

Poniewaz w; sa znane, to jest liniowa funkcja zmiennej losowej ().

EKONOMETRIA STOSOWANA

Ieh

MNK _ va (% — @) (yi — )

> (- a)

N
AMNK
b1 = w;iYs,
=1

gdzie w; = (z; —2) /> (v; — 7)° .
m Po transformacji otrzymujemy:

N
BrVE =gy + szﬁz

=1

REGRESJA LINIOWA

EsTymATOR MNK

(18)



Nieobcigznosé SGH

m Estymator jest nieobcigzony jesli jego wartosé oczekiwana réwna sie praw-
dziwej wartosci, tj.

E (8) = 8. (20)

m Dla estymatora metody najmniejszych kwadratéw:

N N
E (BfWNK) E|p+ Z wig; | =E(B1) +E Z WiEj
i=1 i=1

N
£+ ZwiE (g1) = Ba-
i=1

m W powyzszej transformacji korzystamy z dwdéch zatozen: (i) E(e;) = 0, oraz
(ii) E(wie;) = wiE(e;). To ostatnie zalozenie jest réwnowazne egzogenicznosci
zmiennej niezaleznej.

m Nieobciaznosé dotyczy gtéwnie Sredniej naszych estymatoréw z wielu prébek
(pobranych z tej samej populacji).
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PRZYKEAD: ESTYMATOR NIEOBCIAZONY SGH

f(6)
005 010 0.5 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
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PRZYKEAD: ESTYMATOR OBCIAZONY SGH

f(6)
005 010 0.5 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
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Wariancja i kowariancja estymatoréw MNK SGH

m Ogdlnie, wariancja mierzy efektywnosé.

m Jesli zatozenia #1-#5 sa spelnione, to:

AMNEK 2 Zi\; ;
var( 5 ) = 0|l
NZi:l (zi — 7)
2
var (BMNE) = S
( 1 ) Zi\;l (wz _ 5)2
AMNEK AMNEKY\ 2 =
CO’U( 0 y P1 ) = g 7Z($1_:i)2

m Im wieksza wariancja skladnika losowego (02), tj. wieksza rola sktadnika
losowego, tym wieksza wariancja i kowariancja estymatoréw.

. . s . . . N _\2 L.
® Im wigksza zmienno$¢ zmiennej niezaleznej Zi:l (z; — Z)°, tym mniejsza
wariancja estymatoréw MNK.

m Im wigksza liczba obserwacji (IV) tym mniejsza wariancja estymatoréw MNK.
m Im wiekszy vazl x? tym wieksza wariancja estymatora wyrazu wolnego.

m Kowariancja estymatora ma znak przeciwny do znaku z i im wigkszy z tym
wigksza wartosé kowariancji.
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Rozklad prawdopodobienstwa estymatoréw MNK SGH

m Jesli zatozenie normalnosci (#6) jest spelnione, to:
Bo™NE ~ N (BT war (B3N (21)

BN V(B var (B (22)

m Co jesli zalozenie normalnosci nie jest spelnione?
Jesli zalozenia #1—#5 sa spelnione i jesli préba (N) jest wystarczajaco duza,
estymatory metody najmniejszych kwadratéw, tj. SNE i BMNE maja roz-

ktad, ktory przybliza rozklady normalne opisane powyzej.
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Szacowanie wariancji skladnika losowego SGH

m Wariancja skladnika losowego:
var(e;) = 0° = Ele; — E(&:))* = E(&7) (23)

poniewaz zalozyliSmy ze E(e;) = 0.

m Estymacja wariancji sktadnika losowego na podstawie reszt:

PR é;. (24)

gdzie é; = y; — Y.

m 4% mozna bezposrednio uzyé do oszacowania wariancji/kowariancji estyma-

tora MNK.
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Szacowanie wariancji estymatoréw MNK SGH

» Do uzyskania estymatoréw var(GYNVE) i var(BMNE) uzywamy estymatora
wariancji sktadnika losowego (62):
N
A (AMNK\ A2 21:1 a?
var (60 ) - N —\2
N 21:1 (zi — )
~ (AMNKY _ &°
var (B1") = = ——3
2im (@i = 7)
. (AMNK AMNKY _ A2 -
cov (50 B ) o [—Z(wz — j)2:|

m Na podstawie wariancji mozemy obliczy¢ btedy standardowe, ktore sg odchy-
leniami standardowymi estymatorow:

sAe(AéVINK) = 1\/var (BS/INK) oraz sAe(A{VINK) = 1/var (Bf/INK) (25)
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SGH

Regresja wielowymiarowa
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Regresja wielowymiarowa SGH

m Regresja wielowymiarowa :

y=Po+ Prx1 + Pexa+ ...+ frTKr + € (26)
gdzie
> y to zmienna zalezna (wynikowa);
> z1,x2,...,TK to zbiér zmiennych niezaleznych;

> ¢ to skladnik losowy.

B Zmienna zalezna jest wyjasniana komponentami, ktére zmieniaja si¢ wraz ze
zmianami zmiennych zaleznych i sktadnikiem losowym.

m (o to wyraz wolny.

m (1, [2,..., Bk to wspbélczynniki regresji dla zmiennych z1,z2,...,TKk.

REGRESJA WIELOWYMIAROWA
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Regresja wielowymiarowa SGH

m Regresja wielowymiarowa :

y=Po+ Prx1 + Pexa+ ...+ frTKr + € (26)
gdzie
> y to zmienna zalezna (wynikowa);
> z1,x2,...,TK to zbiér zmiennych niezaleznych;

> ¢ to skladnik losowy.

B Zmienna zalezna jest wyjasniana komponentami, ktére zmieniaja si¢ wraz ze
zmianami zmiennych zaleznych i sktadnikiem losowym.

m (o to wyraz wolny.

m (1, [2,..., Bk to wspbélczynniki regresji dla zmiennych z1,z2,...,TKk.
B1, B2, ..., Bk mierzg wpltyw zmiany z1,z2,...,xx na warto$¢ oczekiwana
y (ceteris paribus). J

70
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Forma ogdélna i macierzowa SGH

Forma ogdlna:

y = Po + Brxr + Paxa + ... + Prrr + €. (27)
Forma macierzowa:
y=XB+¢ (28)
gdzie
Y1 1 z11 x12 ... TiK
Y2 1 x21 @22 ... Tok
y = , X= ,
YN J Ny 1 zny1 N2 ... TNk Nx(K+1)
Bo €1
B1 €2
8= , e= ,

EN

Pr (K+1)x1 Nx1

K - liczba zmiennych objasniajacych; N — liczba obserwacji.
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Zalozenia estymatora MNK (regresja wielowymiarowa) I SGH

m Zalozenie #1: prawdziwy proces generowania danych (DGP):
y=XB+e. (29)
m Zalozenie #2: wartos¢ oczekiwana sktadnika losowego wynosi zero:
E(e) =0, (30)
co implikuje ze E (y) = Xg.
m Zalozenie #3: Sferyczna macierz wariancji-kowariancji sktadnika losowego.
var(e) = E(ee’) = Io”. (31)

W szczegdlnoscei:
> wariancja sktadnika losowego réwna sie o2:
var (&) = 02 = var (y). (32)
> kowariancja miedzy dowolng parg &; i €; wynosi zero:
cov (g4,¢5) = 0. (33)
m Zalozenie #4: Egzogenicznosc. Zmienne niezalezne sa nielosowe i dla-
tego nie sa skorelowane ze sktadnikiem losowym.

E(Xe) = 0. (34)
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Zalozenia estymatora MNK (regresja wielowymiarowa) II SGH

m Zalozenie #b5: pelny rzad macierzy zmiennych objaéniajacych (brak tzw.
wspdtliniowosci):
rank(X) =K +1< N. (35)

m Zalozenie #6 (opcjonalne): sktadnik losowy o rozkladzie normalnym:

e~N(0,07). (36)
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Wyprowadzenie estymatora MNK I SGH

m Punkt wyjécia to DGP:
y=XB+e, (37)

m Podobnie jak wczesniej, estymator MNK jest uzyskiwany przez minimizowa-
nie sumy kwadratéw reszt:

BMNE = arg mﬁin ee, (38)

gdziee:y—y:y—Xﬁ.
m SSE mozna wyrazié¢ jako funkcje nieznanych parametréw:

SSEB)=e'e=(y—-9) (y-9) =@ -XB) (y—XB), (39

® Po manipulacji otrzymujemy:

SSE(B) =yy' —2y'Xp+ XX, (40)
m Warunek pierwszego rzedu (FOC):
‘%‘275(5) = 2X'y +2X'X3 =0, (41)
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Wyprowadzenie estymatora MNK II SGH

m ktéry mozemy zapisaé jako
X'y = X'X8, (42)
Ostatecznie, wykorzystujac zalozenie o pelnym rzedzie macierzy X otrzymu-
jemy:
BMNE = (x'X) T Xy. (43)
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Wariancja estymatora metody najmniejszych kwadratow SGH

m Ogdlna wariancja estymatora MNK (BM NKY.
Var(3"N9) =B | (3"~ ) (3% - 8)] . (14)
m Estymator MNK mozemy zapisaé jako:
BMNE = (X'X) ' Xy = (X'X) X (XB+e) =+ (X'X) Xe. (45)
m Wtedy wariancja estymatora to

Var(BMNE) = 1E[(x’x)’lx’s((X’x)’lx’s)/]

E [(x/x) T Xed'X (X'X) ‘1}
= (X'X)'XE[]X(XX)

m Przy zalozeniu #3 dotyczacym sferycznej macierzy wariancji-kowariancji
bledu, tj. E(ee’) = 021, powyzsze wyrazenie mozna uprocié¢ i napisaé:

Var(B¥N5) = o (X'X) . (46)
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Szacowanie wariancji-kowariancji SGH

m Wariancja estymatora MNK mozna obliczy¢, uzywajac estymatoréw warian-
cji sktadnika losowego (S2):

Var(B"") = s2(X'X) (47)
gdzie
2 e'e B SSE(BMNEY
Se_N—(K—i—l) N df (48)

gdzie SSE(BMNK) to suma kwadratéw reszt, a df oznacza stopnie swo-
body.

m Elementy diagonalne macierzy wariancji-kowariancji (oznaczane jako ci“) mie-
rza wariancje odpowiednich parametréw. Wtedy btad standardowy:

S(Bi) = \/d_u (49)

m Relatywne bltedy standardowe
’S(,@i)

Bi
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Twierdzenie Gaussa-Markowa (regresja wielowymiarowa) SGH

Twierdzenie Gaussa-Markowa (regresja wielowymiarowa)

Przy zalozeniach #1-#5 modelu regresji liniowej wielowymiarowej,
estymator MNK, fMNX ma najmniejsza wariancje ze wszystkich liniowych
i nieobciazonych estymatoréw f.

BMNE o Najlepszy Liniowy Nieobcigzony Estymator (NLNE) / Best
Linear Unbiased Estimator (BLUE) parametréw 3.

Wtasciwosci asymptotyczne.
W dodatku.
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SGH

Dodatek. Podstawy teoretyczne
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Zmienna losowa SGH

Zmienna losowa

Zmienna losowa to funkcja o wartosciach rzeczywistych okreslona na
przestrzeni zdarzen elementarnych.

® Zmienna losowa to funkcja, ktéra przypisuje wartosci liczbowe
wynikami doswiadczenia losowego.
m Dyskretna zmienna losowa przyjmuje skonczong lub przeliczalnie
nieskoriczong liczbe wartosci.
m Wskaznikowa zmienna losowa przyjmuje tylko dwie wartosci:
1 — jesli dane zdarzenie zajdzie,
0 — jesdli dane zdarzenie nie zajdzie.

m Ciggla zmienna losowa moze przyjaé¢ dowolna warto$é z przedziatu).

DODATEK. PODSTAWY TEORETYCZNE
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Funkcja gestos$ci prawdopodobienstwa SGH

m Funkcja gestosci prawdopodobienstwa (pdf):
f(z) >0 dla wszystkich =z (51)

m Dla ciaglych zamiennych losowych P(X = z) = 01, funkcja gestosci prawdo-
podobienstwa (pdf) dla ciagtej zmiennej losowej moze by¢é okreslona jedynie
dla przedziatu wartosci

b
Pla<X <b) = / f(w) da (52)

m Calka funkcji gestosci prawdopodobienistwa na catej dziedzinie wynosi 1:
/ fl@)dz = 1. (53)

m Dla dyskretnej zmiennej losowej X, funkcja masy prawdopodobienstwa:

pz)=P(X=2)>0 i » px)=1 (54)
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Dystrybuanta (cdf) SGH

m Dystrybuanta (cumulative distribution function - cdf):
F(z) = / f@®)dt = P(X < x). (55)

m Wtlasnosci dystrybuanty:
> 0 < F(z) <1 dla wszystkich =
> F(z) jest funkcja niemalejaca
> limg oo F(z) =01 limg—00 F(z) =1
» Dla zmiennych dyskretnych: F(z) = Zt<m p(t)
m Dystrybuanta jest przydatna do obliczania prawdopodobienstw. Na przy-
ktad:

PX>z)=1-P(X <z)=1-F(x), (56)
Pla < X <b)=F(b) — F(a). (57)

® Zwiazek miedzy pdf a cdf:
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Gestosé tgczna, rozklad brzegowy i warunkowy I SGH

m W przypadku (co najmniej dwéch) zmiennych losowych uzyteczna jest ana-
liza rozktadu lgcznego.

m Laczna funkcja gestosci prawdopodobienistwa podsumowuje informa-
cje o mozliwych wynikach analizowanych zmiennych losowych oraz odpowia-
dajacych im prawdopodobienstwach.

m Dla dyskretnych zmiennych losowych:
f(z,y) = P(X =2,Y =y)
m Dla cigglych zmiennych losowych:
b pd
P(aSXSb,cSYSd):/ / f(z,y) dydx (59)
m Rozklad brzegowy pozwala na wyznaczenie rozktadu pojedynczej zmiennej

losowej. Dla zmiennej dyskretnej otrzymujemy go sumujac po wszystkich
wartosciach drugiej zmiennej:

fx(@)=P(X =x) =) f(z,y)
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Gestosé tgczna, rozklad brzegowy i warunkowy I SGH

m Rozklad warunkowy to rozktad prawdopodobieristwa zmiennej Y pod wa-
runkiem, ze warto$¢ zmiennej X jest juz znana:

k) = POY =yl =) = Z2Y (60)

m Zmienne losowe sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ich taczna funkcja
gestosci prawdopodobienistwa (gestos$é taczna) jest iloczynem gestodci brze-
gowych.

m Dla dwoch zmiennych losowych warunek ten zapisujemy jako:

fz,y) = fx(x)fy (v) (61)
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Warto$éé oczekiwana I SGH

m Warto$é oczekiwana zmiennej losowej X to Srednia wazona (przez gestosé
prawdopodobienstwa) wszystkich mozliwych wartoéci przyjmowanych przez
zmienng X.

m Warto$é oczekiwana ($rednia) zmiennej losowej ciaglej:

E(X) = / zf(z)dr = p. (62)

[e o]

m Dla zmiennej losowej dyskretnej:
k
E(X) =Y zip(w.), (63)
=1
gdzie p(z;) to funkcja masy prawdopodobienstwa.

m Warto$¢ oczekiwana bywa réwniez nazywana $rednig populacyjng (co
istotne: # $rednia z préby).
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Wlasnos$ci wartoéci oczekiwanej 1 SGH

m Dla dowolnej stalej c:
E(c)=c

m Dla dowolnych statych a i b:

E(aX +b) = aB(X) +b

m Dla dowolnych statych a1, ..., ar oraz zmiennych losowych Xi,..., Xk:
k k
i=1 i=1

, a gdy a; = 1 dla wszystkich i, warto$¢ oczekiwana sumy jest po prostu
réwna sumie wartosci oczekiwanych.

m Dla funkcji g(-) tworzacej nowa zmienna losowa (w przypadku dyskretnym):

E(9(X)) =) glw) fx (@)
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Wlasnosci wartoéci oczekiwanej 11 SGH

m oraz dla ciaglej zmiennej losowej:

B(g(X)) = / " @) fx (@) deo

oo

m W kontekscie rozktadu lacznego, warunkowa wartos$é oczekiwana to war-
tos¢ oczekiwana zmiennej X, gdy znana jest wartos¢ zmiennej Y. Dla zmien-
nych dyskretnych:

B(X)Y =y) =) aif(wily)

a dla zmiennych ciagych

oo

E(X|Y = y) = / 2 f(aly)de.

—o0
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Wariancja i kowariancja I SGH

m Wariancja to jedna z miar zmiennoéci:
var(X) =E [(X - p)*], (64)

gdzie E(X) = p.
m Wariancja jest zwykle oznaczana ¢ (lub ¢% dla X).

m Alternatywnie, wariancje mozna wyrazi¢ jako:
var(X) = E(X?-2Xp+p®) =E(X?) - 2uR(X) — p°
= E(X?) —u”
m Dla dowolnych statych a i b:
var(aX 4 b) = a*var(X). (65)

m Odchylenie standardowe (standard deviation, sd) to pierwiastek kwa-
dratowy z wariancji:
sd(X) = \/var(X) (66)

m Dla dowolnych statych a i b:

var(aX + bY) = a*var(X) 4 b*var(Y) + 2ab - cov(X,Y). (67)
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Wariancja i kowariancja II SGH

m Kowariancja to miara zwigzku miedzy zmiennymi losowymi.
Dla zmiennych losowych X i Y:

cov (X,Y) = E[(X — x) (Y — v )], (68)
gdzie E(Y) = py 1 E(X) = px.
m Kowariancja miedzy X i Y jest czasami oznaczana jako oxy .
m Kowariancja mozna takze wyrazié¢ jako:
cov(X,Y) = E[X —px) Y —pu)] =EX Y —py)
= E[X —px) Y] =E(XY) = pxpy
Wazne: gdy X 1Y sa niezalezne, to cov(X,Y) =01 E(XY) = E(X)E(Y).

Bazujac na kowariancji, trudno ocenié¢ wielko$¢ zwiazku miedzy dwiema zmien-
nymi losowymi. Jednak korelacja (p) uwzglednia réznice w wariancjach:

XY
p= XY ____ oxv (69)
var(X)y/var(Y) 0x0vy

gdzie p € [—1,1].
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Rozklad normalny SGH

Jesli X jest zmienng losowa o rozktadzie normalnym ze Srednig p i wariancja
%, tj. X ~ N(p, 0%), to funkcja gestosci prawdopodobieristwa (pdf) X jest:

f(x)I\/;r?eXp [—%}, —00 <z < 00. (70)

Standardowy rozktad normalny wystepuje, gdy 4 = 0io? = 1, (M (0, 1)).
Standaryzacja. Gdy X ~ N (p, 0?), to

X —u

7 =

~ N(0,1). (71)

m Przyktlad:

P(aﬁXﬁb):F(b)—F(a):@(b?Tu)—@(a;N>, (72)

gdzie ®(-) to dystrybuanta (cdf) standardowego rozktadu normalnego.
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Rozklad chi-kwadrat i t-Studenta SGH

m Niech Z1, ..., Zi, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym
rozktadzie normalnym. Wtedy suma zmiennych Z; podniesionych do kwa-
dratu ma rozktad chi-kwadrat:

V=Zi+...+ZF ~x(k), (73)
gdzie k oznacza liczbe stopni swobody. Wazne:
EV) = &k
var(V) = 2k.

m Jesli Z jest zmienna losowg o standardowym rozktadzie normalnym i V' ~
2
X" (k), to

tr. (74)

_Zz
JV/k
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SGH

Dodatek. Wtasciwosci asymptotyczne estymatora MINK
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Nieobcigznoéé estymatora MNK SGH

m Nieobcigznosé estymatora:
E (5"%) = 5. (75)

Uzywajac prawdziwego DGP, tj. y = X + &, mozemy zapisaé estymator
metody najmniejszych kwadratow:

BMNE — (X'X) T Xy = (X'X) ' X (XB +¢). (76)
® Uzywajac (X'X)'X'X =I:
BMNE = g+ (X'X) T X e, (77)
= Warto$é¢ oczekiwana:
E (BYY5) =E(B) +E [(X'X)'X'e], (78)

Uzywajac zalozenia, ze E (3) = B i ze zmienne objasniajace nie sa losowe:
E (BYV5) = g+ (X'X) ' XE(e), (79)
Przy zalozeniu egzogenicznosci E(e|X) = 0 otrzymujemy:

E (") = B. (80)
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Liniowo$é estymatora MNK SGH

m 7 poprzednich wyprowadzen:
BMNE = B4 (X'X) ' X, (81)
m Niech A = (X'X)7!X’. Wtedy:
BYUNE = B+ Ae(= Ay), (82)

m Tak wiec BMNEK jest liniowa funkcjg skladnika losowego, ktéry jest zmienng
losowa. W rezultacie estymator BMNK jest liniowy.
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Efektywnos$é estymatora MNK I SGH

® Rozwazmy pewien liniowy, nieobcigzony estymator 3, np. B= Cy. Wtedy:
E(B) = E(CXS + Ce) = 38 (83)

Mozna zauwazy¢, ze CX = I (poniewaz zatozylismy, ze B jest nieobcigzony).

Wariancja estymatora B:

Var(B) = o°CC'. (84)

Zdefiniujmy D = C — (X'X)71 X'

Wariancja estymatora B:

Var(B) = o* |(D+ (X'%) "' X') (D + (x'x) X” . ()

DX = 0, poniewaz CX =1 = DX + (X'X) ™" (X'X).

Wariancje mozna zapisaé jako:

Var(B) = o’ (X'X)_1 +¢°DD’ = Var(8MV") + «°DD". (86)

Jedli D jest macierza zerowa, to wariancja B jest najmniejsza i rozwazanym
estymatorem jest estymator metody najmniejszych kwadratow.

J. Suba EKONOMETRIA STOSOWANA REGRESJA LINIOWA DODATEK: ASYMPTOTYKA MNK 64 / 70



PRZYKEAD — EFEKTYWNOSC SGH
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Zgodnos$é estymatora MNK I SGH

m Estymator zgodny zbiega wedtug prawdopodobienistwa do prawdziwej war-
todci nieznanego parametru.

m Zgodno$¢ estymatora MNK:
plim MY =3 (87)
N — oo
m Z poprzednich wyprowadzeri (E (BMNK) =B+ (X'X)"'X'E(¢e)):
plim MK = 5 4 plim (X'X) ' XE(e). (88)
N — oo N — o0

m Mnozymy przez jeden, tj. 1 =1/N x N:

-1
plim BMY¥ = 8 4+ plim (ix’x) ix’]E(s). (89)
m Uzywajac zatozenia egzogenicznodci:
1
plim —X'E(¢) = 0, (90)

N —o0
m Trudno ograniczyé¢ wyrazenie plimy _, . (X'X), ale wyrazenie
plimy_, . (1/NX'X) mozna ograniczy¢ przez niektére C. Wtedy:

plim AMVE — 34 Ccx0=8. (91)

N— o0
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PRZYKEAD — ZGODNOSC ESTYMATORA SGH

[ee]
T — A
o
04
A
02
© |
o
A
On
> T
= o P

0.2

J. Suba EKONOMETRIA STOSOWANA SJA LINIOWA DODATEK: ASYMPTOTYKA MNK



Nieobcigzono$é estymatora wariancji btedu (1/3) SGH

Rozwazamy model prostej regresji liniowej: y; = o + f1zi + €;.

Estymatorem MNK wyrazu wolnego jest BO =y — Bli.

m Reszte é; = y; — §; mozemy przedstawi¢ jako:
& =yi — (§ — $17) — brwi = (yi — §) — Pr(wi — 7)
m Prawdziwy model w ujeciu odchylen od sredniej to:

yi —y =Pz —2) + (e: — &)
m Podstawiajac go do wzoru na reszte i grupujac wyrazy, uniezalezniamy reszty
od y:
éi=(ei—¢&)— (B —fu)(z:i — T)

J. Suba EKONOMETRIA STOSOWANA REGRESJA LINIOWA DODATEK: ASYMPTOTYKA MNK 68 / 70



Nieobcigzono$é estymatora wariancji btedu (2/3) SGH

m Aby wyznaczyé sume kwadratéw reszt, podnosimy réwnanie do kwadratu i
sumujemy po wszystkich n obserwacjach:

> & Z — B (@i — 3]

m Rozwijajac zgodnie ze wzorem skréconego mnozenia:

Y= -’25 )Y (wi-2)ei-)+(Bi—-p) Y (wi-

m Z definicji estymatora B1 zachodzi tozsamodé:

Z(m’z —Z)e; = (b1 — A1) Z(xl —z)%

m Suma kwadratéw reszt

Z Z- )= (BB Y (@i — )
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Nieobcigzono$é estymatora wariancji btedu (3/3) SGH

m Wartos¢ oczekiwana uproszczonego réwnania sumy kwadratow reszt:

n n

B(Y &) =EB|> (-0 —E|B-p)") (-2

i=1 i=1

m Pierwszy czton to warto$¢ oczekiwana wariancji btedu losowego dla préby:
E [Zm - 5)2] =(n—1)d*
=1

m W drugim czlonie znajduje si¢ definicja wariancji estymatora Var(Bl) =

02 .
D @i—m)2”
n 2 n

S P P S P Vi

i=1

m baczac wyniki otrzymujemy:

E(iéf) :(n—1)¢72—0'2:(n—2)02 = E(W) =2

=1
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